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1. Bevezete´s
A csoportbo˝v´ıte´sek alapveto˝ szerepet ja´tszanak mind a csoportok struktu´ra-
elme´lete´ben, mind a csoportok varieta´sainak elme´lete´ben. Kaloujnine e´s
Krasner ([6]) 1950-ben bebizony´ıtotta, hogy egy N csoport H-val vett bo˝v´ı-
te´se bea´gyazhato´ N -nek H-val vett koszoru´szorzata´ba. Megjegyezzu¨k, hogy
a koszoru´szorzat egy specia´lis szemidirekt szorzat.
A fe´lcsoportok a csoportok terme´szetes a´ltala´nos´ıta´sai. Az egyik olyan
fe´lcsoportoszta´ly, ahol a Kaloujnine–Krasner-te´telnek jelento˝s hata´sa volt, a
regula´ris fe´lcsoportok oszta´lya.
Az inverz fe´lcsoportok az egyik legterme´szetesebb a´ltala´nos´ıta´sai a cso-
portoknak. A Cayley-te´tel alapja´n a csoportokra (izomorfia´to´l eltekintve)
u´gy tekinthetu¨nk, mint adott halmaz permuta´cio´inak olyan halmazaira, me-
lyek za´rtak a kompoz´ıcio´ra e´s az inverzke´pze´sre. Egy hasonlo´ eredme´ny,
a Wagner–Preston-te´tel azt a´ll´ıtja, hogy az inverz fe´lcsoportok (izomorfiz-
mus ereje´ig) e´ppen egy adott X halmaz parcia´lis permuta´cio´inak (azaz X
re´szhalmazai ko¨zo¨tti permuta´cio´inak) halmazai, melyek za´rtak a parcia´lis
leke´peze´sek szorza´sa´ra e´s az inverzke´pze´sre.
Egy fe´lcsoportot teljesen egyszeru˝nek nevezu¨nk, ha elo˝a´ll, mint maxima´lis
re´szcsoportjainak egyes´ıte´se, e´s egyetlen D-oszta´lybo´l a´ll. Egy teljesen egy-
szeru˝ fe´lcsoportban a maxima´lis re´szcsoportok izomorfak egyma´ssal. A telje-
sen egyszeru˝ fe´lcsoportok is a csoportok a´ltala´nos´ıta´sai, csak ma´s ira´nyban.
Legyenek K,T fe´lcsoportok. A K-nak T -vel vett szemidirekt e´s koszoru´-
szorzatait a csoportok esete´hez hasonlo´an definia´lhatjuk, e´s K o T -vel, vala-
mint K o T -vel jelo¨lju¨k. Ha K fe´lcsoport, T pedig csoport, akkor K o T e´s
K o T pontosan akkor regula´ris [inverz, teljesen egyszeru˝] fe´lcsoport, ha K is
az. A´ltala´ban viszont K o T nem regula´ris fe´lcsoport me´g akkor sem, ha K
e´s T is inverz fe´lcsoport. Ez vezette el Billhardtot [2] a konstrukcio´ inverz
fe´lcsoportokra to¨rte´no˝ adapta´la´sa´hoz. Ezt a konstrukcio´t K-nak T -vel vett
λ-szemidirekt szorzata´nak nevezzu¨k.
Egy S inverz fe´lcsoport kongruencia´ja´t idempotens-sze´tva´laszto´nak ne-
vezzu¨k, ha minden kongruenciaoszta´ly legfeljebb egy idempotenst tartalmaz,
azaz minden re´szfe´lcsoport kongruenciaoszta´ly re´szcsoport S-ben. Billhardt
e´s Szittyai bebizony´ıtotta´k, hogy ha S inverz fe´lcsoport e´s % idempotens-
sze´tva´laszto´ kongruencia S-en, melyre minden idempotens %-oszta´ly egy V
csoportvarieta´sbo´l sza´rmazik, akkor S bea´gyazhato´ egy V-beli csoport S/%-
val vett λ-szemidirekt szorzata´ba.
A disszerta´cio´ E-to¨mo¨r loka´lisan inverz fe´lcsoportokkal foglalkozik, me-
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lyek olyan inverz fe´lcsoporttal vett bo˝v´ıte´sek, ahol a re´szfe´lcsoportoszta´lyok
teljesen egyszeru˝ fe´lcsoportok. A fo˝ proble´ma, amelyre va´laszt adunk, az,
hogy bea´gyazhato´-e minden ilyen bo˝v´ıte´s teljesen egyszeru˝ fe´lcsoportnak in-
verz fe´lcsoporttal vett λ-szemidirekt szorzata´ba. Ez az eredme´ny Billhardt
e´s Szittyai te´tele´nek a´ltala´nos´ıta´sa.
2. Elo˝ismeretek
Egy % kongruencia´t csoportkongruencia´nak [fe´lha´lo´-kongruencia´nak, . . . ] ne-
vezu¨nk, ha S/% csoport [fe´lha´lo´, . . . ]. A kongruencia magja, melyet Ker %-
val jelo¨lu¨nk, S/% egyse´geleme´nek inverzke´pe. Ha % fe´lha´lo´-kongruencia e´s
ϕ : S → Y szu¨rjekt´ıv homomorfizmus, mely %-t induka´lja S-en (azaz Y ∼=
S/%), akkor S-et az Sα (α ∈ Y ) re´szfe´lcsoportok fe´lha´lo´ja´nak nevezzu¨k, ahol
Sα az α elem inverzke´pe. Ha le´teznek bizonyos tulajdonsa´gokkal rendelkezo˝
homomorfizmusok ezen oszta´lyok ko¨zo¨tt, melyeket struktu´rahomomorfizmu-
soknak nevezu¨nk, e´s az S-beli szorza´s kifejezheto˝ az Sα-beli szorza´sokkal e´s
a struktu´ra-homomorfizmusokkal, akkor S-et az Sα (α ∈ Y ) re´szfe´lcsoportok
ero˝s fe´lha´lo´ja´nak nevezzu¨k.
Egy fe´lcsoportot teljesen regula´risnak nevezu¨nk, ha elo˝a´ll a re´szfe´lcsoport-
jai egyes´ıte´seke´nt. Jegyezzu¨k meg, hogy S teljesen egyszeru˝, ha teljesen re-
gula´ris e´s egyetlen D-oszta´lyt tartalmaz. Minden teljesen regula´ris fe´lcsoport
teljesen egyszeru˝ fe´lcsoportok fe´lha´lo´ja.
Rees-ma´trix fe´lcsoportnak egy olyan S = M[G; I,Λ;P ] fe´lcsoportot ne-
vezu¨nk, ahol G csoport, I, Λ nemu¨res halmazok e´s P = (pλi) egy Λ×I t´ıpusu´
ma´trix G elemeibo˝l, melyet szendvicsma´trixnak nevezu¨nk. Az S fe´lcsoport
alaphalmaza I ×G× Λ, melyen a szorza´st a
(i, g, λ)(j, h, µ) = (i, gpλjh, µ)
ke´plet definia´lja. Minden Rees-ma´trix fe´lcsoport teljesen egyszeru˝, e´s ford´ıtva,
a Rees–Suschkewitsch-te´tel e´rtelme´ben minden teljesen egyszeru˝ fe´lcsoport
izomorf egy Rees-ma´trix fe´lcsoporttal. Azt mondjuk, hogy P normaliza´lt, ha
le´tezik olyan i ∈ I e´s λ ∈ Λ, melyekre pµi = pλj = 1G minden j ∈ I-re e´s
µ ∈ Λ-ra. Minden Rees-ma´trix fe´lcsoport izomorf egy olyannal, melyben a
szendvicsma´trix normaliza´lt.
Egy teljesen egyszeru˝ fe´lcsoportot centra´lisnak nevezu¨nk, ha ba´rmely
ke´t idempotens elem szorzata, az o˝ket tartalmazo´ legbo˝vebb re´szfe´lcsoport
centruma´ban tala´lhato´. Jo´l ismert te´ny, hogy az M[G; I,Λ;P ] Rees-ma´trix
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fe´lcsoport a P normaliza´lt szendvicsma´trixszal pontosan akkor centra´lis, ha
P minden eleme G centruma´ban van.
A normaliza´lt szendvicsma´trixu´ Rees-ma´trix fe´lcsoportok kongruencia´it
a ko¨vetkezo˝ a´ll´ıta´s karakteriza´lja.
2.1. A´ll´ıta´s. Legyen S =M[G; I,Λ;P ] olyan Rees-ma´trix fe´lcsoport, mely-
re P normaliza´lt. Tegyu¨k fel, hogy N olyan norma´loszto´ G-ben, melyre P
minden eleme N-beli. Definia´ljuk a % rela´cio´t a ko¨vetkezo˝ke´ppen: minden
(i, g, λ), (j, h, µ) ∈ S-re
(i, g, λ) % (j, h, µ) pontosan akkor, ha gh−1 ∈ N.
Ekkor % csoportkongruencia S-en, melyre S/% izomorf G/N-nel e´s Ker % =
M[N ; I,Λ;P ].
Ford´ıtva, az S fe´lcsoport o¨sszes csoportkongruencia´ja ilyen alaku´ G vala-
mely N norma´loszto´ja´ra, ahol P o¨sszes eleme N-beli.
Egy S fe´lcsoportot inverz fe´lcsoportnak nevezu¨nk, ha S minden a eleme´nek
pontosan egy inverze le´tezik, e´s ezt a−1-zel jelo¨lju¨k. Ekvivalens mo´don, egy
fe´lcsoport inverz, ha regula´ris, e´s az idempotensek re´szfe´lha´lo´t alkotnak. Egy
S inverz fe´lcsoport pontosan akkor csoport, ha |ES| = 1.
Legyen S fe´lcsoport, K pedig fe´lcsoportok egy oszta´lya. Ha % inverz
fe´lcsoport kongruencia S-en (azaz S/% inverz fe´lcsoport), akkor azt mond-
juk, hogy % kongruencia K felett, ha minden idempotens %-oszta´ly, mint S
re´szfe´lcsoportja, K-beli. Ebben az esetben az idempotens %-oszta´lyok egye-
s´ıte´se, melyet % magja´nak nevezu¨nk, e´s Ker %-val jelo¨lu¨nk, K-beli re´szfe´lcso-
portok fe´lha´lo´ja. Ha S regula´ris, akkor minden idempotens %-oszta´ly e´s Ker %
is regula´ris.
Egy S regula´ris fe´lcsoportot loka´lisan inverznek nevezu¨nk, ha minden eSe
(e ∈ ES) alaku´ loka´lis re´szmonoidja inverz fe´lcsoport. Jegyezzu¨k meg, hogy
minden inverz fe´lcsoport e´s minden teljesen egyszeru˝ fe´lcsoport is loka´lisan
inverz.
A loka´lisan inverz fe´lcsoportokon bevezethetu¨nk egy u´j ke´tva´ltozo´s mu˝-
veletet, a ∧-et, melyet az S fe´lcsoport szendvicsmu˝velete´nek nevezzu¨k. Jo´l
ismert tulajdonsa´ga, hogy s∧t idempotens minden (s, t) ∈ S×S-re, valamint
s ∧ t = ss∗ ∧ t∗t minden s, t ∈ S e´s minden s∗ ∈ V (s) e´s t∗ ∈ V (t) esete´n.
Egy S regula´ris fe´lcsoportot E-to¨mo¨r fe´lcsoportnak h´ıvunk, ha az S idem-
potensei a´ltal genera´lt re´szfe´lcsoport teljesen regula´ris. Specia´lisan az inverz
e´s a teljesen regula´ris fe´lcsoportok E-to¨mo¨r fe´lcsoportok. Ismert, hogy egy re-
gula´ris fe´lcsoport pontosan akkor E-to¨mo¨r, ha a legkisebb inverz fe´lcsoport
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kongruencia´ja´nak re´szfe´lcsoportoszta´lyai teljesen egyszeru˝ek, la´sd Yamada
(e´s Hall) [8]. Ebbo˝l ko¨vetkezik, hogy egy E-to¨mo¨r loka´lisan inverz fe´lcsoport
legkisebb inverz fe´lcsoport kongruencia´ja´nak magja teljesen egyszeru˝ fe´lcso-
portok ero˝s fe´lha´lo´ja.
Legyen K fe´lcsoport, T pedig inverz fe´lcsoport. Ha S olyan fe´lcsoport,
melyen van olyan % kongruencia, melyre S/% izomorf T -vel e´s Ker % izomorf
K-val, akkor az (S, %) pa´rt K-nak T -vel vett bo˝v´ıte´se´nek nevezzu¨k.
Legyenek K,T tetszo˝leges fe´lcsoportok, e´s jelo¨lju¨k K endomorfizmus-
monoidja´t EndK-val. Azt mondjuk, hogy T hat K-n, ha adott egy ε : T →
EndK, t 7→ εt antihomomorfizmus, azaz olyan leke´peze´s, melyre εuεt = εtu
ba´rmely t, u ∈ T -re. Az egyszeru˝se´g kedve´e´rt a szoka´sos ta jelo¨le´st fogjuk
haszna´lni aεt (a ∈ K, t ∈ T ) helyett. A K × T halmazt az
(a, t)(b, u) = (a · tb, tu)
egyenlo˝se´ggel definia´lt szorza´ssal ı´gy nevezzu¨k: K szemidirekt szorzata T -vel,
jelo¨le´se: K o T .
Ehhez kapcsolo´do´ konstrukcio´ a ko¨vetkezo˝. Tetszo˝leges K,T fe´lcsoportok
esete´n T hat a KT direkt hatva´nyon a ko¨vetkezo˝ mo´don: minden f ∈ KT
e´s t ∈ T esete´n tf az az elem KT -ben, melyre u(tf) = (ut)f minden u ∈ T
esete´n. Az ennek seg´ıtse´ge´vel definia´lt szemidirekt szorzatot K-nak T -vel
vett koszoru´szorzata´nak nevezzu¨k, e´s K o T -vel jelo¨lju¨k. Abban az esetben,
ha K e´s T csoportok, az elo˝zo˝ ke´t defin´ıcio´ a csoportok szoka´sos szemidirekt
e´s koszoru´szorzata´nak defin´ıcio´ja´val azonos.
Ha K fe´lcsoport, T pedig csoport, akkor K o T e´s K o T pontosan ak-
kor regula´ris [inverz, teljesen egyszeru˝] fe´lcsoport, ha K is az. A´ltala´ban
viszont K o T nem regula´ris fe´lcsoport me´g akkor sem, ha K e´s T is inverz
fe´lcsoport. Ez vezette el Billhardtot [2] a konstrukcio´ inverz fe´lcsoportokra
to¨rte´no˝ ko¨vetkezo˝ adapta´la´sa´hoz. Legyen K fe´lcsoport e´s T olyan inverz
fe´lcsoport, amely hat K-n. A K-nak T -vel vett λ-szemidirekt szorzata´n azt
a fe´lcsoportot e´rtju¨k, melynek alaphalmaza
{(a, t) ∈ K × T : tt−1a = a},
e´s amelyen a szorza´s ı´gy van definia´lva:
(a, t)(b, u) = ((tu)(tu)
−1
a · tb, tu)
minden a, b ∈ K, t, u ∈ T esete´n.
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Regula´ris fe´lcsoportok egy oszta´lya´t egzisztenciavarieta´snak, vagy ro¨viden
e-varieta´snak nevezu¨nk, ha za´rtak a direkt szorza´sra, homomorfke´p ke´pze´s-
re e´s a regula´ris re´szfe´lcsoport ke´pze´sre. Pe´lda´ul LI, ES e´s CS e-varieta´st
alkotnak. Jegyezzu¨k meg, hogy inverz fe´lcsoportok vagy teljesen egyszeru˝
fe´lcsoportok egy oszta´lya pontosan akkor alkot e-varita´st, ha varita´st alkot-
nak a −1 hozza´adott mu˝velet seg´ıtse´ge´vel.
Ha S regula´ris fe´lcsoport, akkor †-t une´r inverz mu˝veletnek nevezzu¨k, ha
adott egy † : S → S leke´peze´s, melyre s† ∈ V (s) minden s ∈ S esete´n.
Bina´ris fe´lcsoportnak nevezu¨nk egy fe´lcsoportot, ha adott egy extra ke´t-
va´ltozo´s mu˝velet, melyet ∧-tel jelo¨lu¨nk. Bina´ris fe´lcsoportok homomorfiz-
musai e´s kongruencia´i mego˝rzik a szorza´s mu˝velet mellett a ∧ mu˝veletet
is. Ahogy fentebb megjegyeztu¨k, minden loka´lisan inverz fe´lcsoport bina´ris
fe´lcsoport a szendvics mu˝velettel, e´s loka´lisan inverz fe´lcsoportok esete´n a
homomorfizmusok e´s kongruencia´k ugyanazok a bina´ris e´s a szoka´sos eset-
ben.
Legyen X nemu¨res halmaz. Az X halmazon vett szabad fe´lcsoportot
X+-szal jelo¨lju¨k. Az X halmaz
”
megdupla´za´sa´n” olyan X = X∪X ′ halmazt
e´rtu¨nk, ahol x′
”
forma´lis” inverze x-nek minden x ∈ X esete´n, e´s amelyre ′-t
ı´gy definia´ljuk x′-re: (x′)′ = x.
Legyen S regula´ris fe´lcsoport. Egy ν : X → S leke´peze´st kapcsoltnak
nevezu¨nk, ha x′ν inverze xν-nek S-ben minden x ∈ X esete´n. Legyen K re-
gula´ris fe´lcsoportok egy oszta´lya. Azt mondjuk, hogy egy K-beli B fe´lcsoport
a ξ : X → B kapcsolt leke´peze´ssel egyu¨tt szabad objektum K-ban X felett,
ha minden S ∈ K fe´lcsoport e´s minden ν : X → S kapcsolt leke´peze´s esete´n
le´tezik egyetlen olyan ϕ : B → S homomorfizmus, mely ν kiterjeszte´se, az-
az ξϕ = ν. Yeh [9]-ban bizony´ıtotta, hogy egy e-varieta´s pontosan akkor
tartalmaz szabad objektumot ba´rmely a´be´ce´ felett (vagy ekvivalensen egy
ke´telemu˝ a´be´ce´ felett), ha LI-beli vagy ES-beli fe´lcsoportokbo´l a´ll.
A szabad bina´ris fe´lcsoport F〈2,2〉(Y ) az Y a´be´ce´ felett a ko¨vetkezo˝ke´ppen
interpreta´lhato´. Az alaphalmaza a legszu˝kebb azok a W halmazok ko¨zu¨l,
amelyek teljes´ıtik a ko¨vetkezo˝ felte´teleket:
(i) Y ⊆ W ⊆ (Y ∪ {(, ∧, )})+,
(ii) ha u, v ∈ W , akkor uv ∈ W ,
(iii) ha u, v ∈ W , akkor (u ∧ v) ∈ W .
A · e´s a ∧ mu˝veletek a konkatena´cio´ e´s a ko¨vetkezo˝ mu˝velet
F〈2,2〉(Y )× F〈2,2〉(Y )→ F〈2,2〉(Y ) , (u, v) 7→ (u ∧ v) .
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Egy u =ˆ v forma´lis egyenlo˝se´get, ahol u, v ∈ F〈2,2〉
(
X
)
, LI-beli bi-
azonossa´gnak nevezu¨nk Azt mondjuk, hogy az S ∈ LI fe´lcsoport kiele´g´ıti
az u =ˆ v bi-azonossa´got, ha uν = vν teljesu¨l minden ν : X → S kapcsolt
leke´peze´sre. A bi-azonossa´g teljesu¨l egy K loka´lisan inverz fe´lcsoportbo´l a´llo´
oszta´lyban, ha minden egyes K-beli fe´lcsoport teljes´ıti azt. Loka´lisan inverz
fe´lcsoportok egy V e-varieta´sa´ra defina´ljuk a ko¨vetkezo˝ rela´cio´t:
Θ(V , X) = {(u, v) ∈ F〈2,2〉
(
X
)× F〈2,2〉(X) :
az u =ˆ v bi-azonossa´g teljesu¨l V-ben}.
Ekkor az X feletti biszabad objektum V-ben e´ppen F〈2,2〉
(
X
)
/Θ(V , X).
A ko¨vetkezo˝kben szu¨kse´gu¨nk van a CS e-varieta´sban teljesu¨lo˝ bi-azonos-
sa´gok le´ıra´sa´ra, mely [1]-ben jelent meg.
Minden w ∈ F〈2,2〉
(
X
)
kifejeze´sre, jelo¨lje ιw [wτ ] az elso˝ [utolso´] betu˝t
(azaz X-beli elemet) w-ben; itt w-t mint X ∪ {(,∧, )}) a´be´ce´ feletti szo´t
balro´l jobbra olvassuk. Hasonlo´an a szabad csoportok ismert modellje´hez,
reduka´la´si szaba´lyokat lehet definia´lni F〈2,2〉
(
X
)
-on. Bebizony´ıthato´, hogy
minden w ∈ F〈2,2〉
(
X
)
kifejeze´snek van egy egye´rtelmu˝en meghata´rozott re-
duka´lt alakja, melyet s (w)-vel jelo¨lu¨nk.
Az egyik reduka´la´si szaba´ly (u∧ v) (ιu∧ vτ) ba´rmely u, v ∈ F〈2,2〉
(
X
)
-
ra. Vegyu¨k e´szre, hogy ezt alkalmazva minden F〈2,2〉
(
X
)
-beli kifejeze´sbo˝l az
X˜+ szabad fe´lcsoport egy eleme´t kapjuk, ahol X˜ = X ∪ (X ∧X) e´s (X ∧X)
az {(x ∧ y) : x, y ∈ X} halmazt jelo¨li. Ez azt jelenti, hogy ele´g X˜+-beli
szavakkal foglalkozni F〈2,2〉
(
X
)
-beli kifejeze´sek helyett.
2.2. A´ll´ıta´s. Ba´rmely nemu¨res X halmaz esete´n teljesu¨l a ko¨vetkezo˝:
Θ(CS, X) = {(u, v) ∈ X˜+ × X˜+ : s (u) = s (v)}.
A reduka´la´si szaba´lyok figyelembe ve´tele´vel a ko¨vetkezo˝t kapjuk:
2.3. Lemma. Az X˜+ halmazon e´rtelmezett Θ(CS, X) kongruencia´t, mint
fe´lcsoport kongruencia´t genera´lja az I ∪Υ rela´cio´, ahol
I = {(xx′x, x) : x ∈ X},
e´s Υ a ko¨vetkezo˝ ha´rom rela´cio´ egyes´ıte´se:
Υ3 = {
(
(x ∧ y)(x ∧ z), (x ∧ z)) : x, y, z ∈ X},
Υ4 = {
(
(z ∧ x)(y ∧ x), (z ∧ x)) : x, y, z ∈ X},
Υ5 = {
(
x′x, (x′ ∧ x)) : x ∈ X}.
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Egy X gra´f objektumokbo´l a´ll, melyeket ObjX -val jelo¨lu¨nk, e´s min-
den g, h ∈ ObjX pa´r esete´n adott egy g-bo˝l h-ba meno˝ e´lhalmaz, melyet
X (g, h)-val jelo¨lu¨nk. A ku¨lo¨nbo¨zo˝ objektumpa´rokhoz tartozo´ e´lhalmazokro´l
feltesszu¨k, hogy diszjunktak, e´s az o¨sszes e´lek halmaza´t ArrX -szel jelo¨lju¨k.
Ha a ∈ X (g, h), akkor az α(a) = g e´s ω(a) = h jelo¨le´seket haszna´ljuk.
Egy X gra´fot szemigrupoidnak nevezu¨nk, ha adott rajta egy kompoz´ıcio´,
mely minden egyes a ∈ X (g, h), b ∈ X (h, i) csatlakozo´ e´lpa´rhoz hozza´rendel
egy X (g, i) e´let, melyet a ◦ b-vel jelo¨lu¨nk, e´s a kompoz´ıcio´ asszociat´ıv, azaz
minden a ∈ X (g, h), b ∈ X (h, i) e´s c ∈ X (i, j) e´lre, (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c)
teljesu¨l.
Legyen X szemigrupoid, S pedig fe´lcsoport. Ha ` : X → S egy olyan
szemigrupoid-homomorfizmus, melyre `(a◦b) = `(a) ·`(b) teljesu¨l minden a, b
csatlakozo´ e´lpa´rra, akkor `-et gy h´ıvjuk: X c´ımke´ze´se S felett. Az a ∈ ArrX
e´l esete´n `(a)-t az a e´l c´ımke´je´nek nevezzu¨k.
3. Teljesen egyszeru˝ fe´lcsoportok bo˝v´ıte´sei cso-
portokkal
Ebben a re´szben a disszerta´cio´ 3. Fejezete´nek eredme´nyeit mutatjuk be, mely
[4] alapja´n ke´szu¨lt.
Legyen T oH a T =M[G; I,Λ;P ] Rees-ma´trix fe´lcsoport H-val vett ko-
szoru´szorzata. Mutatunk egy T o H-val izomorf Rees-ma´trix fe´lcsoportot,
melyben a sza´mola´sok elve´gze´se egyszeru˝bb. Elleno˝rizheto˝, hogy a TH di-
rekt hatva´ny izomorf M[GH ; IH ,ΛH ;PH ]-nal, ahol PH = (pHξη) a ko¨vet-
kezo˝ szendvicsma´trix: minden ξ ∈ ΛH e´s η ∈ IH esete´n legyen ApHξη =
pAξ,Aη (A ∈ H). Tova´bba´, a koszoru´szorzatban haszna´lt hata´s a ko¨vetkezo˝
hata´st hata´rozza meg, ha TH-t lecsere´lju¨k M[GH ; IH ,ΛH ;PH ]-ra: minden
A ∈ H e´s (η, f, ξ) ∈ M[GH ; IH ,ΛH ;PH ] esete´n A(η, f, ξ) = (Aη, Af, Aξ),
ahol az Aη ∈ IH , Af ∈ GH e´s Aξ ∈ ΛH a leke´peze´seket a B(Aη) = (BA)η,
B(Af) = (BA)f e´s B(Aξ) = (BA)ξ egyenlo˝se´gek definia´lja´k minden B ∈ H
esete´n.
Jegyezzu¨k meg, hogy minden A ∈ H esete´n
A(BpHξη) = (AB)p
H
ξη = p(AB)ξ,(AB)η = pA(Bξ),A(Bη) = Ap
H
Bξ,Bη,
e´s
BpHξη = p
H
Bξ,Bη
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minden B ∈ H-ra.
Legyen az S =M[G; I,Λ;P ] fe´lcsoport az U teljesen egyszeru˝ fe´lcsoport
bo˝v´ıte´se H-val, ahol P normaliza´lt. A 2.1. A´ll´ıta´s alapja´n feltehetju¨k, hogy
le´tezik olyan N norma´loszto´ G-ben, melyre a P szendvicsma´trix minden
eleme N -beli e´s H = G/N , valamint U =M[N ; I,Λ;P ] ⊆ S.
Elo˝szo¨r tegyu¨k fel, hogy S centra´lis, azaz P minden eleme a G csoport
centruma´ban van. Jegyezzu¨k meg, hogy ekkor U is szu¨kse´gszeru˝en centra´lis.
Ebben az esetben a Kaloujnine–Krasner-te´tel bizony´ıta´sa´hoz hasonlo´t tu-
dunk adni. Rutinfeladat elleno˝rizni, hogy a
ν : S → U oH = UH oH, (i, g, λ) 7→ (f iλg , gN)
leke´peze´s, melyre
f iλg : H → U, A 7→ (i, Afg, λ),
bea´gyaza´s. I´gy kaptuk a ko¨vetkezo˝ te´telt.
3.1. A´ll´ıta´s. Minden centra´lis teljesen egyszeru˝ fe´lcsoport, mely egy (szu¨k-
se´gke´ppen centra´lis) U teljesen egyszeru˝ fe´lcsoport bo˝v´ıte´se egy H csoporttal,
bea´gyazhato´ U-nak H-val vett koszoru´szorzata´ba.
Ezuta´n azt az a´ltala´nos esetet vizsga´ltuk, ahol S tetszo˝leges teljesen egy-
szeru˝ fe´lcsoport. Tegyu¨k fel, hogy le´tezik egy S → U o H bea´gyaza´s, azaz
egy
ϕ : S →M[NH ; IH ,ΛH ;PH ]oH
bea´gyaza´s, aholM[NH ; IH ,ΛH ;PH ]oH a fentebb definia´lt U oH-val izomorf
Rees-ma´trix fe´lcsoport. Ebben az esetben ϕ szu¨kse´gke´ppen
(i, g, λ)ϕ = [(ηi, f
iλ
g , ξgN,λ), gN ]
alaku´, ahol a jobb oldalon le´vo˝ indexek jelo¨lik, hogy az egyes komponensek
mito˝l fu¨ggenek. Megmutattunk to¨bb tulajdonsa´ga´t az ilyen bea´gyaza´soknak.
A ke´t legfontosabb ko¨zu¨lu¨k
f iµpλj = f
iλ
1 p
H
ξληj
f jµ1 , teteszo˝leges i, j ∈ I e´s λ, µ ∈ Λ esete´n
e´s
f iλ
p−1λi
= (pHξληi)
−1, teteszo˝leges i ∈ I e´s λ ∈ Λ esete´n.
Megadtunk egy megfelelo˝ G csoportot, egy G-beli N norma´loszto´t, e´s
egy S = M[G; I,Λ;P ] Rees-ma´trix fe´lcsoportot, amelyekre nem le´tezik az
elo˝zo˝ekben le´ırt ϕ bea´gyaza´s.
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Legyen G a nemkommutat´ıv 21 rendu˝ csoport. A sza´mola´sok megko¨nny´ı-
te´se e´rdeke´ben G-t G = Z7 o
[
2
]
alakban reprezenta´ljuk, ahol Z7 a modulo
7 marade´koszta´lyok gyu˝ru˝je´nek addit´ıv csoportja,
[
2
]
= {1, 2, 4} a 2 a´ltal
genera´lt multiplikat´ıv re´szcsoportja, e´s
[
2
]
a szorza´ssal hat Z7-en. Ekkor
G az N = {(a, 1) : a ∈ Z7}-nek [2]-val vett bo˝v´ıte´se. Definia´ljuk S-et a
ko¨vetkezo˝ke´ppen. Legyen I = Λ = {1, 2}, e´s jelo¨lje P azt a normaliza´lt
szenvicsma´trixot, melyben p11 = p12 = p21 = (0, 1) a G csoport egyse´geleme,
e´s p22 = (1, 1) ∈ N egy 7-edrendu˝ elem.
A fent eml´ıtett tulajdonsa´gokat alkalmazva az S fe´lcsoport egy megfelelo˝
eleme´t kifejezzu¨k szendvicselemek seg´ıtse´ge´vel, e´s ellentmonda´sra jutunk ϕ
injektivita´sa´val. Ez bizony´ıtja a ko¨vetkezo˝ te´telt.
3.2. Te´tel. Le´tezik olyan teljesen egyszeru˝ fe´lcsoport, mely egy U teljesen
egyszeru˝ fe´lcsoport H csoporttal vett bo˝v´ıte´se, e´s nem a´gyazhato´ be U-nak
H-val vett koszoru´szorzata´ba.
A ko¨vetkezo˝kben bemutatjuk a Kaloujnine–Krasner-te´tel egy mo´dos´ıta´sa´t,
mely teljesen egyszeru˝ fe´lcsoportok csoporttal vett bo˝v´ıte´seire is fenn a´ll.
Legyen S egy U teljesen egyszeru˝ fe´lcsoport H csoporttal vett bo˝v´ıte´se. A
ce´lunk, hogy megadjunk S-nek olyan bea´gyaza´sa´t valamely V teljesen egy-
szeru˝ fe´lcsoport H-val vett V o H szemidirekt szorzata´ba, amelyre abban
a specia´lis esetben, ha S csoport (azaz I e´s Λ egyelemu˝ halmazok), vissza-
kapjuk a Kaloujnine–Krasner-te´tel bizony´ıta´sa´ban szereplo˝ bea´gyaza´st. Az
U oH koszoru´szorzattal ellente´tben, a V oH szemidirekt szorzatban szaba-
don megva´laszthatjuk az R- e´s L-oszta´lyokat V -ben, a szendvicsma´trixot, e´s
H-nak a hata´sa´t V -n.
3.3. Te´tel. Ba´rmely U teljesen egyszeru˝ fe´lcsoportnak H-val vett bo˝v´ıte´se
bea´gyazhato´ egy V teljesen egyszeru˝ fe´lcsoport H-val vett szemidirekt szor-
zata´ba, ahol a V -beli maxima´lis re´szcsoportok az U-beli maxima´lis re´szcso-
portok direkt hatva´nyai.
Pontosabban, legyen S az U -nak H-val vett bo˝v´ıte´se. Ahogy kora´bban
is, most is feltesszu¨k, hogy S =M[G; I,Λ;P ] e´s a P szendvicsma´trix norma-
liza´lt, tova´bba´ a 2.1. A´ll´ıta´s e´rtelme´ben adott egy olyan N norma´loszto´ G-
ben, mely tartalmazza P elemeit, valamint H = G/N , U =M[N ; I,Λ;P ] ⊆
S. Vegyu¨k H-nak azt a hata´sa´t NH-n, amely a koszoru´szorzatot definia´lja,
e´s tetszo˝leges g ∈ G esete´n legyen fg ∈ NH a Kaloujnine–Krasner-te´tel bi-
zony´ıta´sakor definia´lt leke´peze´s.
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Az S fe´lcsoport seg´ıtse´ge´vel, definia´lunk egy megfelelo˝ V fe´lcsoportot, H-
nak egy hata´sa´t V -n e´s S-nek egy bea´gyaza´sa´t V -nek H-val vett szemidirekt
szorzata´ba. Legyen V =M[NH ; I,H×Λ;Q], melyre a Q-beli elemek NH-bo´l
valo´k, e´s q(B,λ),j =
Bfpλj teljesu¨l tetszo˝leges (B, λ) ∈ H × Λ e´s j ∈ I esete´n.
Definia´ljuk H hata´sa´t H × Λ-n a ko¨vetkezo˝ke´ppen: A(B, λ) = (AB, λ)
((B, λ) ∈ H × Λ, A ∈ H). Ezek uta´n H hata´sa V -n a ko¨vetkezo˝ mo´don
adhato´ meg: legyen A(i, f, (B, λ)) = (i, Af, A(B, λ)) tetszo˝leges A ∈ H e´s
(i, f, (B, λ)) ∈ V esete´n. Bebizony´ıtottuk, hogy a
ψ : S →M[NH ; I,H × Λ;Q]oH
leke´peze´s, ahol
(i, g, λ)ψ = ((i, fg, (gN, λ)), gN),
bea´gyaza´s.
4. Teljesen egyszeru˝ fe´lcsoportok bo˝v´ıte´sei in-
verz fe´lcsoportokkal
Ebben a re´szben a disszerta´cio´ 4. Fejezete´nek eredme´nyeit mutatjuk be, mely
[5] alapja´n ke´szu¨lt.
A disszerta´cio´ fo˝ eredme´nye a ko¨vetkezo˝:
4.1. Te´tel. Legyen S E-to¨mo¨r loka´lisan inverz fe´lcsoport, % inverz kongruen-
cia S-en, melyre minden idempotens %-oszta´ly teljesen egyszeru˝ re´szfe´lcsoport
S-ben. Ekkor az (S, %) bo˝v´ıte´s bea´gyazhato´ egy teljesen egyszeru˝ fe´lcsoport
S/%-val vett λ-szemidirekt szorzata´ba.
Emle´kezzu¨nk vissza, hogy ha E-to¨mo¨r fe´lcsoport legkisebb inverz fe´lcso-
port kongruencia´ja esete´n az idempotens oszta´lyok teljesen egyszeru˝ fe´lcso-
portok. A [7] eredme´nyeinek figyelembe ve´tele´vel, valamint abbo´l, hogy az
E-to¨mo¨r e´s a loka´lisan inverz fe´lcsoportok is za´rtak a regula´ris re´szfe´lcsoport
ke´pze´sre, az E-to¨mo¨r loka´lisan inverz fe´lcsoportok ko¨vetkezo˝ karakteriza´cio´ja´t
kapjuk.
4.2. Ko¨vetkezme´ny. Egy regula´ris fe´lcsoport pontosan akkor E-to¨mo¨r lo-
ka´lisan inverz fe´lcsoport, ha bea´gyazhato´ teljesen egyszeru˝ fe´lcsoport inverz
fe´lcsoporttal vett λ-szemidirekt szorzata´ba.
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Le´nyege´ben ez az a´ll´ıta´s struktu´rate´telt ad E-to¨mo¨r loka´lisan inverz fe´l-
csoportok konstrua´la´sa´ra teljesen egyszeru˝ fe´lcsoportokbo´l e´s inverz fe´lcso-
portokbo´l ke´t relat´ıve egyszeru˝ konstrukcio´val: λ-szemidirekt szorzat ke´p-
ze´ssel e´s regula´ris re´szfe´lcsoport ke´pze´ssel.
A ko¨vetkezo˝kben o¨sszegyu˝jtju¨k a te´tel bizony´ıta´sa´ban haszna´lt konstruk-
cio´ elemeit, e´s le´ırjuk a bizony´ıta´s fo˝ o¨tlete´t.
Legyen (S, %) olyan inverz fe´lcsoporttal vett bo˝v´ıte´s, ahol S E-to¨mo¨r
loka´lisan inverz fe´lcsoport e´s % inverz fe´lcsoport kongruencia S-en, amely-
re minden idempotens oszta´ly teljesen egyszeru˝ re´szfe´lcsoport S-ben. Az
egyszeru˝se´g kedve´e´rt jelo¨lju¨k az S/% fe´lcsoportot T -vel, az elemeit pedig kis
go¨ro¨g betu˝kkel.
Elo˝szo¨r definia´ljuk az (S, %) bo˝v´ıte´sbo˝l sza´rmaztatott C szemigrupoidot.
Legyen Obj C = T e´s minden α, β ∈ T esete´n legyen
C(α, β) = {(α, s, β) ∈ T × S × T : α · s% = β e´s β · (s%)−1 = α}.
Tova´bba´ definia´ljuk `(a) = s-t minden a = (α, s, β) ∈ Arr C e´lre, ı´gy C egy
c´ımke´ze´se´t kapjuk S felett.
”
Dupla´zzuk” meg a C gra´fot a C = C ∪ C ′ gra´f ke´pze´se´vel, ahol C ′ az a′
alaku´
”
forma´lis inverzeibo˝l” a´ll az a ∈ Arr C e´leknek. Ekkor α(a′) = ω(a)
e´s ω(a′) = α(a) minden a ∈ Arr C esete´n, e´s legyen (a′)′ = a (a ∈ Arr C).
Legyen A = Arr C, A′ = Arr C ′. Ekkor A = A ∪ A′ = Arr C. Tetszo˝leges
olyan a, b ∈ Arr C e´lekre, ahol α(a) = ω(b), hozza´adunk C-hoz egy (a∧ b) e´lt,
amelyre α(a ∧ b) = ω(a ∧ b). I´gy kapjuk a C˜ gra´fot. Tova´bba´ C˜+ jelo¨lje a C˜
feletti szabad katego´ria´t, amelynek e´lei a C˜-beli se´ta´k, amit ı´gy is nevezu¨nk:
C˜-beli
”
bina´ris se´ta´k”.
Va´lasszunk e´s ro¨gz´ıtsu¨nk egy † une´r inverz mu˝veletet S-en. Ez meg-
hata´roz egy une´r inverz mu˝veletet C-n, amit szinte´n †-tel jelo¨lu¨nk, e´s amely-
re (α, s, β)† = (β, s†, α) minden (α, s, β) ∈ Arr C esete´n. Vegyu¨k azt a θ
kongruencia´t a A˜+ fe´lcsoporton, amelyet
Θ(CS, A) ∪ Ξ1 ∪ Ξ2
genera´l (la´sd: 2.2. A´ll´ıta´s), ahol
Ξ1 =
{
(a′, a†) : a ∈ A} ,
Ξ2 = {(ab, c) : a, b, c ∈ A e´s a ◦ b = c teljesu¨l C-ben } .
A ko¨vetkezo˝ fontos tulajdonsa´g ko¨vetkezik [7] fo˝ eredme´nye´bo˝l:
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4.3. Eredme´ny. Legyen S E-to¨mo¨r loka´lisan inverz fe´lcsoport, e´s legyen
% olyan inverz fe´lcsoport kongruencia S-en, amely CS feletti. Ekkor az
(S, %) bo˝v´ıte´s pontosan akkor a´gyazhato´ be teljesen egyszeru˝ fe´lcsoport in-
verz fe´lcsoporttal vett λ-szemidirekt szorzata´ba, ha minden s, t ∈ S-re az s % t
e´s a (s%(s%)−1, s, s%) θ (t%(t%)−1, t, t%) rela´cio´kbo´l ko¨vetkezik, hogy s = t.
Megmutatjuk, hogy a szemigrupoidban vannak bizonyos specia´lis e´lek,
melyeket stabil e´leknek nevezu¨nk. A stabil e´lek fontos szerepet ja´tszanak a
bizony´ıta´sban. A stabil e´lek halamaza´t Arr Ĉ-pal jelo¨lju¨k. Tova´bba´ ba´rmely
a ∈ Arr C e´lhez hozza´rendelhetu¨nk egy â-pal jelo¨lt stabil e´let.
A fo˝te´tel bizony´ıta´sa´nak le´nyege teha´t, hogy igazoljuk: a θ-oszta´lyok-
ban legfeljebb egy (s%(s%)−1, s, s%) (s ∈ S) alaku´ szo´ van. Ehhez vizsga´ljuk
az ilyen egybetu˝s szavak konguenciaoszta´lyaiban le´vo˝ szavak kombinatorikus
tulajdonsa´gait. A szemigrupoid se´ta´ihoz viszony´ıtva ezekben a szavakban
”
szakada´sok” le´pnek fo˝l. Ezeknek a jelo¨le´se´re za´ro´jeleze´st vezetu¨nk be a
szavakon, e´s ezek seg´ıtse´ge´vel ı´rjuk le a bizony´ıta´sban fo˝szerepet ja´tszo´ tu-
lajdonsa´got.
Vegyu¨k a (A˜ ∪ {b , c, d, e})∗ szabad monoidot, ahol az u¨res szo´t ε jelo¨li,
e´s legyen W˜ a legszu˝kebb olyan re´szhalmaz, amely teljes´ıti a ko¨vetkezo˝ ne´gy
tulajdonsa´got:
(i) ε ∈ W˜ ;
(ii) a ∈ W˜ minden a ∈ A˜-ra;
(iii) w1w2 ∈ W˜ minden w1, w2 ∈ W˜ -ra;
(iv) bwc, dwe ∈ W˜ minden w ∈ W˜ -ra, ahol w 6= ε.
Jegyezzu¨k meg, hogy A˜+ ⊆ W˜ . Hogy meg tudjuk ku¨lo¨nbo¨ztetni A˜+ eleme-
it, amit szavaknak nevezu¨nk W˜ elemeito˝l, az uto´bbit za´ro´jelezett szavaknak
fogjuk nevezni.
Definia´ljunk ha´rom re´szhalmazt Wn-et, W
right
n -ot e´s W
left
n -et W˜ -ben min-
den n ∈ N0-ra. Ezzel egy ido˝ben ezen ha´rom re´szhalmaz minden w eleme´hez
hozza´rendelu¨nk egy ℘(w) ∈ Arr C˜+
”
bina´ris se´ta´t”. Ha ℘(w) definia´lt, akkor
℘̂(w) jelo¨le´st haszna´ljuk ℘̂(w) helyett az egyszeru˝se´g kedve´e´rt.
Legyen W0 = Arr C˜+, W ε0 = W0 ∪ {ε}, e´s minden w ∈ W0-ra, legyen
℘(w) = w. Tova´bba´, legyen
W right0 = {p(y ∧ x) : p ∈ W ε0 , α(y) 6= ω(x), e´s, ha p 6= ε akkor ω(p) = α(y)},
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e´s minden w = p(y ∧ x) ∈ W right0 -re, legyen ℘(w) = p(y ∧ y′). Az eddigiek
alapja´n ez valo´ban Arr C˜+ eleme. Hasonlo´an, legyen
W left0 = {(x ∧ y)p : p ∈ W ε0 , α(x) 6= ω(y), e´s, ha p 6= ε akkor ω(y) = α(p)},
e´s minden w = (x ∧ y)p ∈ W left0 -re, legyen ℘(w) = (y′ ∧ y)p. Vegyu¨k e´szre,
hogy W0 ∪W right0 ∪W left0 ⊆ A˜+.
Tegyu¨k fel, hogy Wn [W
right
n , W
left
n ] ma´r definia´lt valamely n ∈ N0-ra,
e´s hozza´rendeltu¨nk egy ℘(w) ∈ Arr C˜+ se´ta´t minden w eleme´hez. Az egy-
szeru˝se´g kedve´e´rt jelo¨lju¨k C idempotens e´leinek halmaza´t E-vel. Definia´ljuk
a Wn+1 [W
right
n+1 , W
left
n+1] halmazt u´gy, hogy a´lljon az o¨sszes olyan za´ro´jelezett
Wn-beli [W
right
n , W
left
n ] szo´bo´l, tova´bba´ az o¨sszes olyan w ∈ W˜ szo´bo´l, melyek
a ko¨vetkezo˝ alaku´ak:
w = p0B1C1p1B2C2 · · ·BkCkpk (k ∈ N), (4.1)
ahol a ko¨vetkezo˝ felte´telek teljesu¨lnek:
(E0)
(E0a) p1, . . . , pk−1 ∈ W0, p0 ∈ W ε0 [W ε0 , W left0 ], pk ∈ W ε0 [W right0 , W ε0 ], e´s
ω(pi−1) = α(pi) minden i-re (1 ≤ i ≤ k),
(E0b) B1C1, . . . , BkCk 6= ε;
(E1) minden i-re (1 ≤ i ≤ k) teljesu¨l, hogy
(E1a) Bi = bw1cbw2c · · · bwsc, ahol s ∈ N0 e´s wj ∈ W rightn (1 ≤ j ≤ s),
e´s
(E1b) minden j-re (1 ≤ j ≤ s), ha wjT = (yj ∧ xj), akkor
(E1bi) ℘̂(wj) ∈ E e´s ŷj R ℘̂(wj), e´s
(E1bii) x̂j L ℘̂(pi−1) (specia´lisan, p0 6= ε ha B1 6= ε);
(E2) minden i-re (1 ≤ i ≤ k), teljesu¨l, hogy
(E2a) Ci = dw1edw2e · · · dwse , ahol s ∈ N0 e´s wj ∈ W leftn (1 ≤ j ≤ s), e´s
(E2b) minden j-re (1 ≤ j ≤ s), ha Iwj = (xj ∧ yj), akkor
(E2bi) ℘̂(wj) ∈ E e´s ŷj L ℘̂(wj), e´s
(E2bii) x̂j R ℘̂(pi) (specia´lisan, pk 6= ε ha Ck 6= ε).
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Bebizony´ıtjuk, hogy a θ kongruencia alkalmaza´sa´val ez a tulajdonsa´g
mego˝rzo˝dik. Pontosabban, ha egy w ∈ A˜+ szo´
”
za´ro´jelezheto˝” u´gy, hogy⋃
n∈N0 Wn-beli za´ro´jelezett szo´t kapjunk, akkor a vele egy θ-oszta´lyban le´vo˝
o¨sszes szo´ is
”
za´ro´jelezheto˝” ı´gy, e´s ℘̂ konstans az ege´sz θ-oszta´lyban. Ez
az a fentebb eml´ıtett tulajdonsa´g, aminek seg´ıtse´ge´vel a 4.3. Eredme´nyben
tala´lhato´ implika´cio´t igazoltuk.
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